Concursul Fractal
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Problema 1. Aratati ca 12025 4 92025 4 32025 4 ... 4 9()242025 ¢ divizibil la 2025.

Solutie: Vom Imperecheea numere opuse si vom ardta ca suma lor e divizibila la 2025.
Adica 2%%° + (2025 — 1)?% se Tmparte fard rest la 2025. Dar acum observdm c& pentru n
impart a™ + b" se imparte fara rest la a + b. Aceasta poate fi aratat prin factorizari sau
inductie si conclude problema.



Problema 2. Numerele reale pozitive a, b si ¢ sunt astfel incat numerele a+b+¢, a*+b*+c?
si a® + b® + ¢ In aceastd ordine formeaza o progresie geometricd. Ardtati cd a = b = c.
Solutie: E clar ca daca trei numere z, y si z se afla In progresie geometrica % = ¥, deci
y? = zx. Astlel (a®>+0*+¢*)(a+b+c) = (a*+b*+c*)?. Cu toate acestea, conform inegalititii
lui Cauchy: (a® +0* + )(a+ b+ c) > (a* + b* 4+ ¢*)?, cu egalitate doar In cazul In care
a=0b=c.



Problema 3. Pe o tabld sunt scrise numerele 1 si 2. La orice operatie, Viorel poate schimba
numerele de pe tabld a si bin a —b si a +b. Poate oare Viorel ajunge la numerele 2024 - 2204
si 2025 - 220257

Solutie: Observam ca (a — b)? + (a + b)* = 2(a* 4 b?), astfel dupd fiecare operatie suma
patratelor elementelor se dubleaza. Cu toate acestea, dacd am ajunge de la 1 si 2 la 202422024
si 2025 - 22025 suma patratelor celor doud numere ar fi egald cu suma patratelor lui 1 si 2
inmultitd cu o putere de 2, ce nu e posibil cici 12 + 22 = 5, dar suma celor doua patrate nu
se Imparte la 5.



Problema 4. Gasiti toate tripletele de numere reale nenule a, b, ¢ care satisfac simultan
urmatoarele conditii:

a b c __ 23
b + c + a6
a c b _ 25
c + b + a 6
a+b+c=
Solutie: Notam numerele 7, lz’,si S cuwz, ysizrespectiv. Prima conditie devine z+y+2z = 2673,

iar cum ¢ - IE’ = 2 si analoagele, a doua conditie devine zy + yz + 2z = %5. Nu in ultimul
rand, e clar ca produsul celor trei numere este 1, deci conform relatiilor lui Viete, avem ca
T, y, si z sunt radicini ale ecuatiei cubice t* — %tQ + %t —1 =0, care usor se rezolva avand
radacinile 1/3, 3/2 si 2. Iar mai departe problema devine doar un sistem de ecuatii liniare

ce se rezolva usor.



